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1　はじめに
有理数からp進数へ
1 はじめに
XをK = R or C上のベクトル空間とする．次の４条件を満たすある関
数 ∥ · ∥ : X → Rを集合X上の関数をノルムという：任意の x, y ∈ X，a ∈ K
に対して，
• ∥x∥ ≥ 0 .
• ∥x∥ = 0⇔ x = 0．
• ∥ax∥ = a∥x∥．
• ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ．
Qを有理数体とする．a, b ∈ Qに対して，通常のノルム（ここでは絶対
値）を用いた通常の距離 d(a, b) = |a − b|が定まっているとする．これによ
り，Qの元に対して，“近さ”を表現することができる．このとき，この距
離に関する完備化によって，実数体Rが構成される．このRは，有理数と
無理数から構成される，我々がよく知る“数”として，馴染みが深いものと
なっている．すなわち，桁数の多い数は“大きい数”になり，桁数を増やし
続けることで無限大へと発散する．また，小数点以下の桁数が多い数は“小
さい数”を表現することであり，小数点以下の桁を増やし続けることで，あ
る値へと収束する．平たく言えば実数体は，限りなく大きい数は単に無限大
として扱い，無限小のものに対してはそれが意味のあるものとして，ある値
が対応するのである．
Example 1.1.
10n →∞,
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1
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)n
→ 0 as n→∞.
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しかし，距離の定め方はこれだけではない．距離の定め方を変えることで，実数では
無限大のものとして扱えなかったものに意味をもたせ，大きな桁数のものにもある値を
対応させることが出来るのである．本稿では，無限大の桁数に意味をもたせる，
しかし，距離の定め方はこれだけではない．距離の定め方を変えること
で，実数では無限大のものとして扱えなかったものに意味をもたせ，大きな
桁数のものにもある値を対応させることが出来るのである．本稿では，無限
大の桁数に意味をもた p進数体についての導入についてまとめる．
2 Qpの定義
先に述べた通り，有理数体Q上に通常のノルム（距離）を定めることに
より，我々がよく知る実数Rを得ることができる．ここでは，Qpを構成す
るために，別のノルムを考えてみよう．
Definition 2.1. x ∈ Q，pを素数とし，γ = γ(x) ∈ Zに対して，x = pγm
n
（m,n ∈ Zは互いに素，m,nは pと互いに素）と表されているとする．この
時，p 進ノルムを，次のように定める:
|x|p =
{
p−γ (x ̸= 0),
0 (x = 0).
(1)
この p進ノルムはノルムの公理を満たしている．それを確認してみよう．
|x|p ≥ 0, |x|p = 0⇔ x = 0と，|xy|p = |x|p|y|pは明らかである．いま，
x = pγ
m
n
, y = pγ
′ m′
n′
とする．γ > γ′のとき，
x+ y = pγ
mn′ +m′npγ
′−γ
nn′
(2)
(2)式で，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素とは限らないが，
|mn′ +m′npγ′−γ|p ≤ p−γ′
であるから，
γ(x+ y) ≥ γ = min(γ, γ′)
であることに注意すれば，
|x+ y|p = pγ(x+y) ≤ max(p−γ , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
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′−γ
nn′
(2)
(2)式で，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素とは限らないが，
|mn′ +m′npγ′−γ|p ≤ p−γ′
であるから，
γ(x+ y) ≥ γ = min(γ, γ′)
であることに注意すれば，
|x+ y|p = pγ(x+y) ≤ max(p−γ , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
2
p
p
p
efinition 2.1. x p γ γ(x) x pγ
n
, n , n p
p :
|x|p p
−γ (x ̸ 0),
0 (x 0).
(1)
p
|x|p 0, |x|p 0 x 0 |xy|p |x|p|y|p
x pγ
n
, y pγ
′ ′
n′
γ γ′
x y pγ
n′ ′npγ
′−γ
nn′
(2)
(2) n′ ′npγ
′−γ p
| n′ ′npγ′−γ|p p−γ′
γ(x y) γ in(γ, γ′)
|x y|p pγ(x+y) ax(p−γ , p−γ′)
ax(|x|p, |y|p) (3)
2
るために，別のノルム
を考えてみよう．
Definition 2.1. 
しかし，距離の定め方はこれだけではない．距離の定め方を変えること
，実数では無限大のものとして扱えなかったものに意味をもたせ，大きな
桁数のものにもある値を対応させることが出来 のである．本稿では，無限
大の桁数に意味をもたせる，p進数体についての導入についてまとめる．
2 Qpの定義
先に述べた通り，有理数体Q上に通常のノルム（距離）を定めることに
より，我々がよく知る実数Rを得ることができる．ここでは，Qpを構成す
るために，別のノルムを考えてみよう．
Definition 2. . x ∈ Q，pを素数とし，γ = γ(x) ∈ Zに対して，x = pγm
n
（m,n ∈ Zは互いに素，m,nは pと互いに素）と表されているとする．この
時，p 進ノルムを，次のように定める:
|x|p =
{
p−γ (x ̸= 0),
0 (x = 0).
(1)
この p進 はノルムの公理を満たしている．それを確認してみよう．
| | ≥ , |x|p ⇔ x = 0と，|xy|p = |x|p|y|pは明らかである．いま，
x = pγ
m
n
, y = pγ
′ m′
n′
とする．γ > γ′のとき，
x+ y = pγ
mn′ +m′npγ
′−γ
nn′
(2)
(2)式で，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素とは限らないが，
|mn′ +m′n γ′−γ|p ≤ p−γ′
であるから，
γ(x+ y) ≥ = min(γ, γ′)
であることに注意すれば，
|x+ y|p = pγ(x+y) ≤ max(p−γ , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
2
, 
p
p
p
efi iti .1. x p γ γ(x) x pγ
, , p
p :
|x|p p
−γ (x ̸ 0),
0 (x 0).
(1)
p
, |x|p x 0 |xy|p |x|p|y|p
x pγ , y pγ
′ ′
′
γ γ′
x y pγ
′ ′ pγ
′−γ
′ (2)
(2) ′ ′ γ
′−γ p
| ′ ′ pγ′ γ|p p−γ′
γ(x y) in(γ, γ′)
|x y|p pγ(x+y) ax(p−γ , p−γ′)
ax(|x|p, |y|p) (3)
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̸
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′
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′ ′ ′ ′
′
′
（
しかし，距離の定め方はこれだけではない．距離の定め方を変えること
で，実数では無限大のものとして扱えなかったものに意味をもたせ，大きな
桁数のものにもある値を対応させることが出来るのである．本稿では，無限
大の桁数に意味をもたせる，p進数体についての導入についてまとめる．
2 Qpの定義
先に述べた通り，有理数体Q上に通常のノルム（距離）を定めることに
より，我々がよく知る実数Rを得ることができる．ここでは，Qpを構成す
るために，別のノルムを考えてみよう．
Definition 2.1. x ∈ Q，pを素数とし，γ = γ(x) ∈ Zに対して，x = pγm
n
m,n ∈ Zは互いに素，m,nは pと互いに素）と表されているとする．この
時，p 進ノルムを，次のように定める:
|x|p =
{
p−γ (x ̸= 0),
0 (x = 0).
(1)
この p進ノルムはノルムの公理を満たしている．それを確認してみよう．
|x|p ≥ 0, |x|p = 0⇔ x = 0と，|xy|p = |x|p|y|pは明らかである．いま，
x = pγ
m
n
, y = pγ
′ m′
n′
とする．γ > γ′のとき，
x+ y = pγ
mn′ +m′npγ
′−γ
nn′
(2)
(2)式で，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素とは限らないが，
|mn′ +m′npγ′−γ|p ≤ p−γ′
であるから，
γ(x+ y) ≥ γ = min(γ, γ′)
であることに注意すれば，
|x+ y|p = pγ(x+y) ≤ max(p−γ , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
2
互いに素，
しかし，距離の定め方はこれだけではない．距離の定め方を変えること
で，実数では無限大のものとして扱えなかったものに意味をもたせ，大きな
桁数のものにもある値を対応させることが出来るのである．本稿では，無限
大の桁数に意味をもたせる，p進数体についての導入についてまとめる．
2 Qp
先に述べた通り，有理数体Q上に通常のノルム（距離）を定めることに
より，我々がよく知る実数Rを得ることができる．ここでは，Qpを構成す
るために，別のノルムを考えてみよう．
Definition 2.1. x ∈ Q，pを素数とし，γ = γ(x) ∈ Zに対して，x = pγm
n
（m,n ∈ Zは m,nは pと互いに素）と表されているとする．この
時，p 進ノルムを，次のように定める:
|x|p =
{
p−γ (x ̸= 0),
0 (x = 0).
(1)
この p進ノルムはノルムの公理を満たしている．それを確認してみよう．
|x|p ≥ 0, |x|p = 0⇔ = 0と，|xy|p = |x|p| は明らかである．いま，
x = pγ
m
n
, y = pγ
′ m′
n′
とする．γ > γ′のとき，
x+ y = pγ
mn′ +m′npγ
′−γ
n ′
(2)
(2)式で，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素とは限らないが，
|mn′ +m′npγ′−γ|p ≤ −γ′
であるから，
γ(x+ y) ≥ γ = min(γ, γ′)
であることに注意すれば，
|x+ y|p = pγ(x+y) ≤ max(p−γ , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
2
の定義
̸
′ ′
′
′
′ ′ ′
′
′ ′ ′
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′
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′
時，
しかし，距離の定め方はこれだけ はない．距離の定め方を変えること
で，実数では無限大のものとして扱えなかったものに意味をもたせ，大きな
桁数のも にもある値を対応させることが出来るのである．本稿では，無限
大の桁数に意味をもたせる，p進数体についての導入についてまとめる．
2 Qpの定義
先に述べた通り，有理数体Q上に通常のノルム（距離）を定めることに
より，我々がよく知る実数Rを得ることができる．ここでは，Qpを構成す
るために，別のノルムを考えてみよう．
Definition 2.1. ∈ Q pを素数とし，γ = γ(x) ∈ Zに対して，x = pγm
n
（m,n ∈ Zは互いに素，m,nは pと互いに素）と表されているとする．この
時，p 進ノルムを，次のように定める:
|x|p =
{
p−γ (x ̸= 0),
0 (x = 0).
(1)
この p進ノルムはノルムの公理を満たしている．それを確認してみよう．
x p ≥ 0, |x|p = 0⇔ x = 0と |xy|p = |x|p|y|pは明らかである．いま，
x = pγ
m
n
, y = pγ
′ m′
n′
とする．γ > γ′のとき，
x+ y = pγ
mn′ +m′npγ
′−γ
nn′
(2)
(2)式で mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素とは限らないが，
|mn′ +m′npγ′−γ|p ≤ p−γ′
であるから，
γ(x+ y) ≥ γ = min(γ, γ′)
であることに注意すれば，
|x+ y|p = pγ(x+y) ≤ max(p−γ , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
2
進ノルムを，次
のように定める:
しかし，距離の定め方はこれだけではない．距離の定め方を変えること
で，実数では無限大のものとして扱えなかったものに意味をもたせ，大きな
桁数のものにもあ 値を対応させることが出来るのである．本稿では，無限
大の桁数に意味をもたせる，p進数体についての導入についてまとめる．
2 Qpの定義
先に述べた通り，有理数体Q上に通常のノルム（距離） 定めることに
より，我々がよく知る実数Rを得ることができる．ここでは，Qpを構成す
るために，別のノルムを考えてみよう．
Definition 2.1. x ∈ Q，pを素数とし，γ = γ(x) ∈ Zに対して，x = pγm
n
（m,n ∈ Zは互いに素，m,nは pと互いに素）と表されているとする．この
時，p 進ノルムを，次のように定める:
| |p =
{
p−γ (x ̸= 0),
0 (x = 0).
(1)
この p進ノルムはノルムの公理を満たしている．それを確認してみよう．
|x|p ≥ 0, |x|p = 0⇔ x = 0と，|xy|p = |x|p|y|pは明らかである．いま，
x = pγ
m
n
, y = pγ
′ m′
n′
とする．γ > γ′のとき，
x+ y = pγ
mn′ +m′npγ
′−γ
nn′
(2)
(2)式で，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素とは限らないが，
|mn′ +m′npγ′−γ|p ≤ p−γ′
であるから，
γ(x+ y) ≥ γ = min(γ, γ′)
であることに注意すれば，
|x+ y|p = pγ(x+y) ≤ max(p−γ , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
2
　　　　　　　　　　　　　　⑴
この
しかし，距離の定め方はこれだけではない．距離の定め方を変えること
で，実数では無限大のものとして扱えなかったものに意味をもたせ，大きな
桁数のものにもある値を対応させることが出来るのである．本稿では，無限
大の桁数に意味をもたせる，p進数体についての導入についてまとめる．
2 Qpの定義
先に述べた通り，有理数体Q上に通常のノルム（距離）を定めることに
より，我々がよく知る実数Rを得ることができる．ここでは，Qpを構成す
るために，別のノルムを考えてみよう．
Definition 2.1. x ∈ Q，pを素数とし，γ = γ(x) ∈ Zに対して，x = γm
n
（m,n ∈ Zは互いに素，m,nは pと互いに素）と表されているとする．この
時，p 進ノルムを，次のように定める:
|x|p =
{
p−γ (x ̸= 0),
0 (x = 0).
(1)
この p進ノルムはノルムの公理を満たしている．それを確認してみよう．
|x|p ≥ 0, |x|p = 0⇔ x = 0と，|xy|p = |x|p|y|pは明らかである．いま，
x = pγ
m
n
, y = pγ
′ m′
n′
とする．γ > γ′のとき，
x+ y = pγ
mn′ +m′npγ
′−γ
nn′
(2)
(2)式で，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素とは限らないが，
|mn′ +m′npγ′−γ|p ≤ p−γ′
であるから，
γ(x+ y) ≥ γ = min(γ, γ′)
であることに注意すれば，
|x+ y|p = pγ(x+y) ≤ max(p−γ , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
2
進ノルムはノルムの公理を満たしている．それを確認してみよう．
しかし，距離の定め方はこれだけではない．距離の定め方を変えること
で，実数では無限大のものとして扱えなかったものに意味をもたせ，大きな
桁数のものにもある値を対応させることが出来るのである．本稿では，無限
大の桁数に意味をもたせる，p進数体についての導入についてまとめる．
2 Qpの定義
先に述べた通り，有理数体Q上に通常のノルム（距離）を定めることに
より，我々がよく知る実数Rを得ることができる．ここでは，Qpを構成す
るために，別のノルムを考えてみよう．
Definition 2.1. x ∈ Q，pを素数とし，γ = γ(x) ∈ Zに対して，x = pγm
n
（m,n ∈ Zは互いに素，m,nは pと互いに素）と表されているとする．この
時，p 進ノルムを，次のように定める:
|x|p =
{
p−γ (x ̸= 0),
0 (x = 0).
(1)
この p進ノルムはノルムの公理を満たしている．それを確認してみよう．
|x|p ≥ 0, |x|p = 0⇔ x = 0と，|xy|p = |x|p|y|pは明らかである．いま，
x = pγ
m
n
, y = pγ
′ m′
n′
とする．γ > γ′のとき，
x+ y = pγ
mn′ +m′npγ
′−γ
nn′
(2)
(2)式で，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素とは限らないが，
|mn′ +m′npγ′−γ|p ≤ p−γ′
であるから，
γ(x+ y) ≥ γ = min(γ, γ′)
であることに注意すれば，
|x+ y|p = pγ(x+y) ≤ max(p−γ , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
2
しかし，距離の定め方はこれだけではない．距離の定め方を変えること
で，実数では無限大のものとして扱えなかったも 意味をもたせ，大きな
桁数のものにもある値を対応させることが出来るのである．本稿では，無限
大の桁数に意味をもたせる，p進数体についての導入についてまとめる．
2 Qpの定義
先に述べた通り，有理数体Q上に通常のノルム（距離）を定めることに
より，我々がよく知る実数Rを得ることができる．ここでは，Qpを構成す
るために，別のノルムを考えてみよう．
Definition 2.1. x ∈ Q，pを素数とし，γ = γ(x) ∈ Zに対して，x = pγm
n
（m,n ∈ Zは互いに素，m,nは pと互いに素）と表されているとする．この
時，p 進ノルムを，次のように定める:
|x|p =
{
p−γ (x ̸= 0),
0 (x = 0).
(1)
この p進ノルムはノルムの公理を満たしている．それを確認してみよう．
|x|p ≥ 0, |x|p = 0⇔ x = 0と，|xy|p = |x|p|y|pは明らかである．いま，
x = pγ
m
n
, y = pγ
′ m′
n′
とする．γ > γ′のとき，
x+ y = pγ
mn′ +m′npγ
′−γ
nn′
(2)
(2)式で，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素とは限らないが，
|mn′ +m′npγ′−γ|p ≤ p−γ′
であるから，
γ(x+ y) ≥ γ = min(γ, γ′)
であることに注意すれば，
|x+ y|p = pγ(x+y) ≤ max(p−γ , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
2
に
p
p
p
efi iti . . p γ γ( ) pγ
, , p
p :
| |p p
−γ ( ̸ 0),
0 ( 0).
(1)
p
| |p 0, |x|p 0 x 0 | y|p | |p|y|p
pγ , y pγ
′ ′
′
γ γ′
y pγ
′ ′ pγ
′−γ
′ (2)
(2) ′ ′ pγ
′−γ p
| ′ ′ pγ′−γ|p p−γ′
γ( y) γ in(γ, γ′)
| y|p pγ(x+y) ax(p−γ , p−γ′)
ax(| |p, |y|p) (3)
2
しかし，距離の定め方 れだけではない．距離の定め方を変えること
で，実数では無限大のものとして扱えなかったものに意味をもたせ，大きな
桁数のものにもある値を対応させることが出来るのである．本稿では，無限
大の桁数に意味をもたせる，p進数体についての導入についてまとめる．
2 Qpの定義
先に述べた通り，有理数体Q上に通常のノルム（距離）を定めることに
より，我々がよく知 実数Rを得ることができる．ここでは，Qpを構成す
るために，別のノルムを考えてみよう．
Definition 2.1. x ∈ Q，pを素数とし，γ = γ(x) ∈ Zに対して，x = pγm
n
（m,n ∈ Zは互いに素，m,nは pと互いに素）と表されているとする．この
時，p 進ノルムを，次のように定める:
|x|p =
{
p−γ (x ̸= 0),
0 (x = 0).
(1)
この p進ノルムはノルムの公理を満たしている．それを確認してみよう．
|x|p ≥ 0, |x|p = 0⇔ x = 0と，|xy|p = |x|p|y|pは明らかである．いま，
x = pγ
m
n
, y = pγ
′ m′
n′
とする．γ > γ′のとき，
x+ y = pγ
mn′ +m′npγ
′−γ
nn′
(2)
(2)式で，m ′ +m′ pγ′ γは と互いに素とは限らないが，
|mn′ +m′npγ′−γ|p ≤ p−γ′
であるから，
γ(x+ y) ≥ γ = min(γ, γ′)
であることに注意すれば，
|x+ y|p = pγ(x+y) ≤ ax(p−γ , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
2
とする．
しかし，距離の定め方はこれだけではない 距離の定め方を変えること
，実数では無限大のものとして扱えなかったもの 意味をもたせ，大きな
桁数のものにもある値を対応させることが出来 のである．本稿では，無限
大の桁数に意味をもたせる，p進数体についての導入についてまとめる．
2 Qpの定義
先に述べた通り，有理数体Q上に通常のノルム（距離） 定めることに
より，我々がよく知る実数Rを得ることができる．ここでは，Qpを構成す
るために，別のノルムを考えてみよう．
Definitio 2.1. x ∈ Q，pを素数とし，γ = γ(x) ∈ Zに対して，x = pγm
n
（m,n ∈ Zは互いに素，m,nは pと互いに素） 表されているとする．この
時，p 進ノルムを，次のように定める:
|x|p =
{
p−γ (x ̸= 0),
0 (x = 0).
(1)
この p進 は れを確認してみよう．
|x|p ≥ 0, |x|p = 0⇔ x = 0と，|xy|p = |x|p|y pは明らかである．いま，
x = pγ
m
n
, y = pγ
′ m′
n′
γ > γ′のとき，
x+ y = pγ
mn′ +m npγ
′−γ
nn′
(2)
(2)式で，mn′ +m npγ′−γは pと互いに素とは限らないが，
|mn′ +m npγ′−γ|p ≤ p−γ′
であるから，
γ(x+ y) ≥ γ = min(γ, γ′)
であることに注意すれば，
|x+ y|p = pγ(x+y) ≤ max(p−γ , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
2
しかし，距離の定め方はこれだけではない．距離の定め方を変えること
で，実数では無限大のものとして扱えなかったものに意味をもたせ，大きな
桁数の のにもあ 値を対応させることが出来るのである．本稿では，無限
大 桁数に意味をもたせる，p進数体 の導入についてまとめる．
2 p
先に述べた通り，有理数体Q上に通常のノルム（距離）を定めることに
より，我々がよく知る実数Rを得る とができる．ここでは，Qpを構成す
るために，別のノルムを考えてみよう．
Definition 2.1. x ∈ Q pを素数とし，γ = γ(x) ∈ Zに対して，x = pγm
n
（m,n ∈ Zは互いに素，m,nは pと互いに素） 表されてい とする．この
時 p 進ノルムを，次のように定める:
|x|p =
{
p−γ (x ̸= 0),
0 (x = 0).
(1)
この p進ノルムはノルムの公理を満たしている．それを確認してみよう．
|x|p ≥ 0, |x|p = 0 0と，|xy|p = |x|p|y|pは明らかである．いま，
x = pγ
m
n
, y = pγ
′ m′
n′
とする．γ > γ′のとき，
x+ y = pγ
mn′ +m′npγ
′−γ
nn′
(2)
(2)式で，mn′ +m′np ′−γは と互いに素とは限らないが，
|mn′ +m npγ′−γ|p ≤ p−γ′
であるから，
γ(x+ y) ≥ γ = min(γ, γ′)
であることに注意すれば，
x+ y|p = pγ(x+y) ≤ max(p−γ , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
2
　　　　　　　　　　　　　⑵
⑵式で，
しかし，距離の定め方はこれだけではない．距離の定め方を変えること
で，実 では無限大のものとして扱えなかったものに意味をもたせ，大きな
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桁数のものにもある値を対応させることが出来るのである．本稿では，無限
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先に述べた通り，有理数体Q上に通常のノルム（距離 を定め ことに
より，我々がよく知 実数Rを得ることができる．こ では，Qpを構成す
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であるから，
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であることに注意すれば，
|x+ y|p = pγ(x+y) ≤ max( − , p−γ′)
= max(|x|p, |y|p) (3)
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また，また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
のノルムにより距離が定まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数の意味での小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくのである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
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また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
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距離に関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくなると，原点から
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距離に関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
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また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
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（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
　　　　　　　　　　　　　⑷
が成り立つ．さらに，
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
のノルムにより距離が定まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数の意味での小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくのである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
のノルムにより距離が定まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q に，上で定めた p進ノルム | · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数の意味での小数部分
が長く けば続くほど，原点から離れていくのである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大き は小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
　　　　　　　　　　　　⑸
が成り立つ．
さて，
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
のノルムにより距離が定まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |pで距離 入れる．この
距離に関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数の意味での小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくのである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定 れた素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
のノルムにより距離が定まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数の意味での小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくのである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくな ため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
のノルムに
より距離が定まる．早速，
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
のノルムに p進数の空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数 意味での小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくのである．実際， 進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
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Definition 2.2. 
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
のノルムにより距離が定まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数 意味での小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくのである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
，上で定めた
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上には
のノルムにより距離が まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |p 距離を入れる．この
距 に関して完備化したも ，Qpと表し，そ 元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくな と，原点 ら
離れてい イメージを持つ．しかしこ 空間は，p進数の意味での小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくのである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体R 比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , n ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
ノルム
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて | · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
ノルムにより距離が定まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化したも を，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数の意味での小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくのである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じ 方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
で距離を入れる．この距離に関して
完備化したものを，
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
のノルムにより距離が定まる．早速，p進数 空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係 意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこ 空間は，p進数の意味 の小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れ い のである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 p 割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
と表し，その元を
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であ から，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x y|p ma (|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルム 公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
のノルムにより距離が まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · | で距離を入れる．この
距離に関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常 大小関係の意味で数が大きくな と，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数の意味での小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくの あ ．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{ γ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより， 1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
と呼ぶ．
実数の空間
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1 |x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
のノルムにより距離が定まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |pで距離 入れる．この
距離に関して完備化したものを Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ
Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数の意味での小数部分
長く続けば続くほど，原点から離れていくのである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定 れた素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを 義するものである．割ることが きる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しん い 実 体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
大きくなると，原点から離れていく
イメージを持つ．しかしこの空間は，
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ ax(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値 非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たす とが確認で たので Q上にはこ
のノルムにより距離が定まる．早速 p進数 空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化した を，Qpと表し，その元を p進 と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常 大小関係の意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこ 空間は，p進数の意味での小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくのである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p =
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
意味での小数部分が長く続けば続くほど，
原点から離れていくのである．実際，
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認 きたので，Q上に こ
のノルムにより距離が定まる．早速 p 数の空間Qpを定義しよう
Definition 2.2. Q上に 上 定めた p進ノルム | · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化した のを Qpと表し，その元を p進数 呼ぶ．
実数の空間R ，通常 大小関係の意味で数が大きく ると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数の意味での小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくのである．実際 p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 に対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
は，（整数で言えば）固定された素数
に対し ，“何回
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので Q上に こ
のノルムにより距離が定まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に 上で定めた p進ノルム | · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化したも を，Qp 表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくな と 原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数の意味での小数部分
が長く続けば続くほど 原点から離れていくのである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 p 割れるか”によって，
その値の大きさを定義す ものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
で割れ か” によって，その値の大きさを定義するものである．割
ることが きる回数が多いほど，その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんで
いる実数体
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γ pと互いに素であるから，
|x+ y|p = −γ = max(p−γ , p−γ′) = a (|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さ ，| · |pがノルムの公理を満 すことが確認できた で Q上にはこ
のノルムにより距離が まる．早速，p進数の空間Q を定義しよう
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |p 距離を入れる．この
距離 関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくなると 原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は p進数の意味での小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくのである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 に対して “何回 pで割れ か”によって，
その値の大きさを定義す ものである．割 ことができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくな ため，普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{ γ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
と比較しても，違和感を感じる方も多いであろう
Remark 2.3. 
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
のノルムにより距離が定まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう．
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |p 距離 入れる．この
距離に関して完備化したもの ，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数の意味 の小数部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくのであ ．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定され 素数 pに対して，“何回 p 割れるか”によって，
その値の大きさ 定義する のである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため 普段慣れ親しんでいる実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値） 定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , n ∈ Z 素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
′ ′ ′ ′
′
̸
と
と
̸
また，
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|p は，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上には
のノルムにより距離 定まる．早速，p進数の空間Qp 定義しよう
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム · |pで距離を入れる．この
距 に関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係 意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこ 空間は，p進数の意味で 小 部分
が長く続けば続くほど，原点から離れていくのである．実際，p進ノルムは
（整数で言えば）固定 れた素数 p 対し “何回 p 割れるか”によって
値 を定義するも る．割ることができる回 が多いほど，
その元 大きさは小さくなるため 普段慣れ親しんでいる実数体R 比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
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| |p γ ( γ , γ′) (| |p, | |p)
rc i e es
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また，γ ≤ γ′のとき， n′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
|x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x p ̸= | |pのときは，
|x+ y|p = max(|x|p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルム 公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
のノルムにより距離が まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう
Definition 2.2. Q に 上で定めた p進ノルム | · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化したものを，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係 意味で数が大きくな と，原点から
離れていくイメージを持つ．しか この空間は，p進数の意味での小数部分
が長く けば続くほど，原点から離れていくの あ ．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定され 素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
そ 値の大きさを定義するも であ ．割る とができる回数が多いほど，
その元の大き は小さくなるため 普段慣れ親しん い 実 体Rと比較し
も，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x|p 加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないことに注意．
また，|x|∞ = |x|( ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , αn ∈ Z 素数 p1, · · · , pn1が存在して，
x = εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
となる．
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とかける．
また，γ ≤ γ′のとき，mn′ +m′npγ′−γは pと互いに素であるから，
x+ y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = max(|x|p, |y| )
上の強三角不等式を満たす付値は，非Archimedes的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = max( p, |y|p) (4)
が成り立つ．さらに，p 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さて，| · |pがノルム 公理を満 すことが確認 きたので，Q上にはこ
のノルムにより距離が定まる．早速，p進数の空間Qpを定義しよう
Definition 2.2. Q上に，上で定めた p進ノルム | · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化したも を，Qpと表し，その元を p進数と呼ぶ．
実数の空間Rは，通常の大小関係の意味 数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は， 進数の意味での小数部分
が長く続け 続くほど，原点から離れ いくのである．実際，p進ノルムは，
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって，
その値の大きさを定義す ものである 割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんでいる実数体R 比較し
も，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. pは加算個の値，{pγ}γ∈Z ∪ {0}しか取らないこと 注意．
また，|x|∞ = |x|(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定め と，∏
2≤p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, · · · , n ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
= εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj ,
3
また，γ ≤ γ′のとき， n′ +m′np ′− は pと互いに素であるから
| + y|p = p−γ = max(p−γ , p−γ′) = ma (|x p, |y|p)
上の強三角不等式を満たす付値は 非Archim des的と呼ばれる．また，上
から |x|p ̸= |y|pのときは，
|x+ y|p = ma (|x p, |y|p) (4)
さらに，p = 2のときは，
|x+ y|p = 1
2
|x| if (|x|p = |y|p) (5)
が成り立つ．
さ · |pがノルムの公理を満たすことが確認できたので，Q上にはこ
のノルムにより距離が まる．早速 p の空間Qpを定義しよう．
Definition .2. Q上に 上で定めた p進ノルム · |pで距離を入れる．この
距離に関して完備化したものを，Qpと表し，そ 元を p 数と呼ぶ．
実数 空間Rは，通常の大小関係 意味で数が大きくなると，原点から
離れていくイメージを持つ．しかしこの空間は，p進数の意味での小数部分
が長 続け 続 ほど 原点から離 ていく である．実際，p進ノルムは
（整数で言えば）固定された素数 pに対して，“何回 pで割れるか”によって
値 きさを定義するものである．割ることができる回数が多いほど，
その元の大きさは小さくなるため，普段慣れ親しんで る実数体Rと比較し
ても，違和感を感じる方も多いであろう．
Remark 2.3. |x pは加算個の値 {pγ}γ∈Z ∪ {0}し 取らないことに注意．
また，|x|∞ = | |(x ∈ Q)（Rにおける絶対値）と定めると，∏
2 p≤∞
|x|p = 1
となる．
実際，x ∈ Qより，α1, , n ∈ Zと素数 p1, · · · , pn1が存在して，
= εpα11 p
α2
2 · · · pαnn (ε = ±1)
とかける．p進ノルムの定義から，
|x|pj = p−αj , |x|p = 1(p ̸= pj),
3
|x|∞ = pα11 pα22 · · · αnn
となることから，上記の式が成立する．
また，次の定理が知られている．
Theorem 2.4 (Ostrowski). 体Q上に定められた任意のノルムは，p進ノル
ム | · |pか，絶対値 | · |のどちらかと同値なノルムになる．
これより，体Qをある距離を入れて完備化した空間はRか，Qpのどち
らかになる事がわかる．
3 p進数
任意の p進数 x ∈ Qpは次の形に表せる：あるN ∈ Zが存在して，
x =
∞∑
j=N
xjp
j = pγ(x0 + x1p+ x2p
2 + · · ·). (6)
ここで， γ ∈ Z, xj = 0, 1, . . . , p− 1 (j = 1, 2, . . .), x0 ̸= 0.
この級数は，完備化の性質から，| · |pの位相で収束することに注意（証明
は 10進数の時と同様である）．また，この形から，x ∈ Zであることは，各
jに対して，xjが周期的であることと同値となる．
Example 3.1.
−1 = p− 1 + (p− 1)p+ (p− 1)p2 + · · ·
が成り立つ．実際，両辺に 1を加えると，左辺は 0になり，右辺は次々と繰
り上がっていき，0へと収束する．
さらに，(6)式から，小数部分を定義することができる．
Definition 3.2. x ∈ Qp，γ = γ(x)に対して，xの小数部分を次のように定
める．
{x}p =
{
0 if γ ≥ 0 or x = 0
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p|γ|−1) if γ < 0
この定義から，γ < 0に対して，
pγ ≤ {x}p ≤ 1− pγ
がわかる．
4
となることから，上記の式が成立する．
また，次の定理が知られている．
Theorem 2.4 (Ostrowski). 体
|x|∞ = pα11 pα22 · · · pαnn
となることから 上記の式 成立する．
また，次の定理が知られている．
Theorem 2.4 ( strowski). Q上に定められた任意のノルムは，p進ノル
ム | · |pか，絶対値 | · |のどちらかと同値なノルムになる．
これより，体Qをある距離を入れて完備化した空間はRか，Qpのどち
らかになる事がわかる．
3 p進数
任意の p進数 x ∈ Qpは次の形に表せる：あるN ∈ Zが存在して，
x =
∞∑
j=N
xjp
j pγ(x0 + x1p+ x2p
2 + · · ·). (6)
ここで， γ ∈ Z, xj = 0, 1, . . . , p− 1 (j = 1, 2, . . .), x0 ̸= 0.
この級数は，完備化の性質から，| · |pの位相で収束することに注意（証明
は 10進数の時と同様である）．また， の形から，x ∈ Zであることは，各
jに対して，xjが周期的であることと同値となる．
Example 3.1.
−1 = p− 1 + (p− 1)p+ (p− 1)p2 + · · ·
が成り立つ．実際，両辺に 1を加えると，左辺は 0になり，右辺は次々と繰
り上がっていき，0へと収束する．
さらに，(6)式から，小数部分を定義することができる．
Definition 3.2. x ∈ Qp，γ = γ(x)に対して，xの小数部分を次のように定
める．
{x}p =
{
0 if γ ≥ 0 or = 0
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p|γ|−1) if γ < 0
この定義から，γ < 0に対して，
pγ ≤ {x}p ≤ 1− pγ
がわかる．
4
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|x|∞ = pα11 pα22 · · · pαnn
となることから，上記の式が成立する．
また，次の定理が知られている．
Theorem 2.4 (Ostrowski). 体Q上に定められた任意のノルムは，p進ノル
| · |pか，絶対値 | · |のどちらかと同値なノルムになる．
これより，体Qをある距離を入れて完備化した空間はRか，Qpのどち
らかになる事がわかる．
3 p進数
任意の p進数 x ∈ Qpは次の形に表せる：あるN ∈ Zが存在して，
x =
∞∑
j=N
xjp
j = pγ(x0 + x1p+ x2p
2 + · · ·). (6)
ここで， γ ∈ Z, xj = 0, 1, . . . , p− 1 (j = 1, 2, . . .), x0 ̸= 0.
この級数は，完備化の性質から，| · |pの位相で収束することに注意（証明
は 10進数の時と同様である）．また，この形から，x ∈ Zであることは，各
jに対して，xjが周期的であることと同値となる．
Example 3.1.
−1 = p− 1 + (p− 1)p+ (p− 1)p2 + · · ·
が成り立つ．実際，両辺に 1を加えると，左辺は 0になり，右辺は次々と繰
り上がっていき，0へと収束する．
さらに，(6)式から，小数部分を定義することができる．
Definition 3.2. x ∈ Qp，γ = γ(x)に対して，xの小数部分を次のように定
める．
{x}p =
{
0 if γ ≥ 0 or x = 0
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p|γ|−1) if γ < 0
この定義から，γ < 0に対して，
pγ ≤ {x}p ≤ 1− pγ
がわかる．
4
対値
|x|∞ = pα11 pα22 · · · αnn
となることから，上記の式が成立する．
また，次の定理が知られている．
Theorem 2.4 (Ostrowski). 体Q上に定められた任意のノルムは，p進ノル
ム | · |pか，絶 | · |のどちらかと同値なノルムになる．
これより，体Qをある距離を入れて完備化した空間はRか，Qpのどち
らかになる事がわかる．
3 p進数
任意の p進数 x ∈ Qpは次の形に表せる：あるN ∈ Zが存在して，
x =
∞∑
j=N
xjp
j = pγ(x0 + x1p+ x2p
2 + · · ·). (6)
ここで， γ ∈ Z, xj = 0, 1, . . . , p− 1 (j = 1, 2, . . .), x0 ̸= 0.
この級数は，完備化の性質から，| · |pの位相で収束することに注意（証明
は 10進数の時と同様である）．また，この形から，x ∈ Zであることは，各
jに対して，xjが周期的であることと同値となる．
Example 3.1.
−1 = p− 1 + (p− 1)p+ (p− 1)p2 + · · ·
が成り立つ．実際，両辺に 1を加えると，左辺は 0になり，右辺は次々と繰
り上がっていき，0へと収束する．
さらに，(6)式から，小数部分を定義することができる．
Definition 3.2. x ∈ Qp，γ = γ(x)に対して，xの小数部分を次のように定
める．
{x}p =
{
0 if γ ≥ 0 or x = 0
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p|γ|−1) if γ < 0
この定義から，γ < 0に対して，
pγ ≤ {x}p ≤ 1− pγ
がわかる．
4
これより，体
|x|∞ = pα11 pα22 · · · pαnn
となることから，上記の式が成立する．
また，次の定理が知られている．
Theorem 2.4 (Ostrowski). 上に定められた任意のノルムは p進ノル
ム | · |pか，絶対値 | · |のどちら と同値なノルムになる．
これより，体Qをある距離を入れて完備化した空間はRか，Qpのどち
らかになる事がわかる．
3 p進数
任意の p進数 x ∈ Qpは次の形に表せる：あるN ∈ Zが存在して，
x =
∞∑
j=N
xjp
j = pγ(x0 + x1p+ x2p
2 + · · ·). (6)
ここで， γ ∈ Z, xj = 0, 1, . . . , p− 1 (j = 1, 2, . . .), x0 ̸= 0.
この級数は，完備化の性質から，| · |pの位相で収束することに注意（証明
は 10進数の時と同様である）．また，この形から，x ∈ Zであることは，各
jに対して，xjが周期的であることと同値となる．
Example 3.1.
−1 = p− 1 + (p− 1)p+ (p− 1)p2 + · · ·
が成り立つ．実際，両辺に 1を加えると，左辺は 0になり，右辺は次々と繰
り上がっていき，0へと収束する．
さらに，(6)式から，小数部分を定義することができる．
Definition 3.2. x ∈ Qp，γ = γ(x)に対して，xの小数部分を次のように定
める．
{x}p =
{
0 if γ ≥ 0 or x = 0
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p|γ|−1) if γ < 0
この定義から，γ < 0に対して，
pγ ≤ {x}p ≤ 1− pγ
がわかる．
4
をある距離を入れて完備化した空間は
|x|∞ = pα11 pα22 · · · pαnn
となることから 上記の式 成立する．
Theorem 2.4 ( stro ski). Q上に定められた任意のノルムは，p進ノル
ム | · |pか，絶対値 | · |のどちらかと同値なノルムになる．
Q Rか，Qpのどち
らかになる事がわかる．
3 p
任意の p進数 x ∈ Qpは次の形に表せる：あるN ∈ Zが存在して，
x =
∞
j=N
xjp = p
γ(x0 + x1p+ x2p
2 + · · ·). (6)
ここで， γ ∈ Z, xj = 0, 1, . . . , p− 1 (j = 1, 2, . . .), x0 ̸= 0.
この級数は，完備化の性質から，| · |pの位相で収束することに注意（証明
は 10進数の時と同様である）．また， の形から，x ∈ Zであることは，各
jに対して，xjが周期的であることと同値となる．
Example 3.1.
−1 = p− 1 + (p− 1)p (p− 1)p2 + · · ·
が成り立つ．実際，両辺に 1を加えると，左辺は 0になり，右辺は次々と繰
り上がっていき，0へと収束する．
さらに (6)式から，小数部分を定義することができる．
Definition 3.2. x ∈ Qp，γ = γ(x)に対して，xの小数部分を次のように定
める．
{x}p = 0 if γ ≥ 0 or x = 0pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p|γ|−1) if γ < 0
この定義から，γ < 0に対して，
pγ ≤ {x}p ≤ 1− pγ
がわかる．
4
| | 1 2 · · ·
i
| · | | · |
j
j
j · · · .
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らかになる事
がわかる．
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3 　p進数
任意の
|x|∞ = pα11 pα22 · · · pαnn
となることから，上記の式が成立する．
また，次の定理が知られている．
Theorem 2.4 (Ostrowski). 体Q上に定められた任意のノルムは，p進ノル
ム | · |pか，絶対値 | · |のどちらかと同値なノルムになる．
これより，体Qをある距離を入れて完備化した空間はRか，Qpのどち
らかになる事がわかる．
3 p進数
p進数 x ∈ Qpは次の形に表せる：あるN ∈ Zが存在して，
x =
∞∑
j=N
xjp
j = pγ(x0 + x1p+ x2p
2 + · · ·). (6)
ここで， γ ∈ Z, xj = 0, 1, . . . , p− 1 (j = 1, 2, . . .), x0 ̸= 0.
この級数は，完備化の性質から，| · |pの位相で収束することに注意（証明
は 10進数の時と同様である）．また，この形から，x ∈ Zであることは，各
jに対して，xjが周期的であることと同値となる．
Example 3.1.
−1 = p− 1 + (p− 1)p+ (p− 1)p2 + · · ·
が成り立つ．実際，両辺に 1を加えると，左辺は 0になり，右辺は次々と繰
り上がっていき，0へと収束する．
さらに，(6)式から，小数部分を定義することができる．
Definition 3.2. x ∈ Qp，γ = γ(x)に対して，xの小数部分を次のように定
める．
{x}p =
{
0 if γ ≥ 0 or x = 0
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p|γ|−1) if γ < 0
この定義から，γ < 0に対して，
pγ ≤ {x}p ≤ 1− pγ
がわかる．
4
̸
|x| pα11 pα22 · · · pαnn
heore 2.4 ( stro ski). p
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p
p x ∈ p ∈
x
j=N
xjp
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| · |p
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xa ple 3.1.
1 p 1 (p 1)p (p 1)p2 · · ·
1 0
0
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efinition 3.2. x ∈ p γ γ(x) x
{x}p 0 if γ 0 or x 0pγ(x0 x1p · · · x|γ|−1p|γ|−1) if γ 0
γ 0
pγ {x}p 1 pγ
4
|x|∞ = pα11 pα22 · · · pαnn
となることから，上記の式が成立する．
また，次の定理が知られている．
Theorem 2.4 (Ostrowski). 体Q上に定められた任意のノルムは，p進ノル
ム | · |pか，絶対値 | · |のどちらかと同値なノルムになる．
これより，体Qをある距離を入れて完備化した空間はRか，Qpのどち
らかになる事がわかる．
3 p進数
任意の p進数 x ∈ Qpは次の形に表せる：あるN ∈ Zが存在して，
x =
∞∑
j=N
xjp
j = pγ(x0 + x1p+ x2p
2 + · · ·). (6)
ここで， γ ∈ Z, xj = 0, 1, . . . , p− 1 (j = 1, 2, . . .), x0 ̸= 0.
この級数は，完備化の性質から，| · |pの位相で収束することに注意（証明
は 10進数の時と同様である）．また，この形から，x ∈ Zであることは，各
jに対して，xjが周期的であることと同値となる．
Example 3.1.
−1 = p− 1 + (p− 1)p+ (p− 1)p2 + · · ·
が成り立つ．実際，両辺に 1を加えると，左辺は 0になり，右辺は次々と繰
り上がっていき，0へと収束する．
さらに，(6)式から，小数部分を定義することができる．
Definition 3.2. x ∈ Qp，γ = γ(x)に対して，xの小数部分を次のように定
める．
{x}p =
{
0 if γ ≥ 0 or x = 0
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p|γ|−1) if γ < 0
この定義から，γ < 0に対して，
pγ ≤ {x}p ≤ 1− pγ
がわかる．
4
　　　　　　　　　⑹
ここで，
|x|∞ = pα1pα2 · · · pαn
となるこ から，上記の式が成立する．
また，次の定理が知られている．
Theorem 2.4 (Ostrowski). 体Q上に定められた任意のノルムは，p進ノル
ム | · |pか，絶対値 | · |のどちらかと同値なノルムになる．
これより，体Qをある距離を入れて完備化した空間はRか，Qpのどち
らかになる事がわかる．
3 p
任意の p進数 x ∈ Qpは次の形に表せる：あるN ∈ Zが存在して，
x =
∞∑
j=N
jp
j = pγ(x0 + x1p+ x2p
2 + · · ·). (6)
γ ∈ Z, xj = 0, 1, . . . , p− 1 (j = 1, 2, . . .), x0 ̸= 0.
この級数は，完備化の性質から，| · |pの位相で収束することに注意（証明
は 10進数の時と同様である）．また，この形から，x ∈ Zであることは，各
jに対して，xjが周期的であることと同値 なる．
Example 3.1.
−1 = p− 1 + (p 1)p+ (p− 1)p2 + · · ·
が成り立つ．実際，両辺に 1を加えると，左辺は 0になり，右辺は次々と繰
り上がっていき，0へと収束する．
さらに，(6)式から，小数部分を定義することができる．
Definition 3.2. x ∈ Qp，γ = γ(x)に対して，xの小数部分を次のように定
める．
{x}p =
{
0 if γ ≥ 0 or x = 0
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p|γ|−1) if γ < 0
この定義から，γ < 0に対して，
pγ ≤ {x}p ≤ 1− pγ
がわかる．
4
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がわかる．
4 　Qp上の位相
1 章で見たように，
4 Qp上の位相
１ Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り，Qpは完備距離空間となっている．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れる）であることもわかる．Rのときと同様に，Qpに
おける円と円周を定義しよう．
Definition 4.1. a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p ≤ pγ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = pγ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
上の定義は誰もが疑問を抱かないようなものであるが，Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Proposition 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a)，Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = {a}.
(iv) Bγ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
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���� |x− a|p = pγ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
上の定義は誰もが疑問を抱かないようなものであるが，Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Proposition 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a)，Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = {a}.
(iv) Bγ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
5
が入り，
4 Qp上の位相
１章で見たように，Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
Qpは完備距離空間となってい ．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れる）であることもわかる．Rのときと同様に，Qpに
おける円と円周を定義しよう．
Definition 4.1. a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p ≤ pγ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = pγ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
上の定義は誰もが疑問を抱かないようなものであるが，Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Proposition 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a)，Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = {a}.
(iv) Bγ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
5
⑹
4 Qp上の位相
１章で見たように Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り 完備距離空間となっている．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れる）であることもわかる．Rのときと同様に，Qpに
おける円と円周を定義しよう．
Definition 4.1. a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p ≤ pγ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = pγ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
上の定義は誰もが疑問を抱かないようなものであるが，Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Proposition 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a)，Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = {a}.
(iv) Bγ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
5
密な加算部
分集合が取れる）であることもわかる．
4 Qp上の位相
１章で見たように，Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り，Qpは完備距離空間となっている．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れる）であ Rのときと同様に，Qpに
おける円と円周を定義しよう．
Definition 4.1. a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p ≤ pγ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = pγ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
上の定義は誰もが疑問を抱かないようなものであるが Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Proposition 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a)，Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = {a}.
(iv) Bγ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
5
4 Qp
１章で見たように，Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り，Qpは完備距離空間となってい ．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れる）であることもわかる．Rのときと同様に，Qpに
おける円と円周を定義しよう．
Definition 4.1. a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p ≤ pγ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = pγ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
上の定義 誰もが疑問を抱かないようなものであるが，Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Proposition 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a)，Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = {a}.
(iv) Bγ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
5
おける円と円周を定
義しよう．
Definition 4.1. 
4 Qp上の位相
１章で見たように，Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x| , |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り，Qpは完備距離空間となっている．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れ ）であることもわかる．Rのときと同様 ，Qpに
おける円と円周を定義しよう．
Definition a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p ≤ pγ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = pγ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
上の定義 誰もが疑問 抱かな ようなものであるが，Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Pr position 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時 Bγ( )，Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ( ) = {a}.
(iv) γ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
5
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4 Qp上の位相
１章で見たように，Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り，Qpは完備距離空間となっている．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れる）であることもわかる．Rのときと同様に，Qpに
おける円と円周を定義しよう．
Definition 4.1. a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p ≤ pγ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = pγ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
上の定義は誰もが疑問を抱かないようなものであるが，Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Proposition 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a)，Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = {a}.
(iv) Bγ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
5
と定める．また，
4 Qp上の位相
１章で見たように，Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り，Qpは完備距離空間となっている．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れる）であることもわかる．Rのときと同様に，Qp
おける円と円周を定義しよう．
Definition 4.1. a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p ≤ pγ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = pγ}
a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
上の定義は誰もが疑問を抱かないようなものであるが，Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Proposition 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a) Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = {a}.
(iv) Bγ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
5
4 Qp上の位相
１章で見たように，Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り，Qpは完備距離空間となっている．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れる）であることもわかる．Rのときと同様に，Qpに
おける円と円周を定義しよう．
Definition 4.1. a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p ≤ pγ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = pγ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
上の定義は誰もが疑問を抱かないようなものであるが，Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Proposition 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a)，Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = {a}.
(iv) Bγ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
5
と表す．
上の定義は誰もが疑問を抱かないようなものであるが，
4 Qp上の位相
１章で見たように，Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り，Qpは完備距離空間となっている．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れる）であることもわかる．Rのとき 同様に，Qpに
おける円と 周を定義しよう．
Definition 4.1. a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p ≤ pγ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = pγ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
上の定義は誰もが疑問を抱かないようなものであるが，Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Proposition 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a)，Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = {a}.
(iv) Bγ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
5
相とは大
きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Proposition 4.2. 
4 Qp上の位相
１章で見たように，Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り，Qpは完備距離空間となっている．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れる）であることもわかる．Rのときと同様に，Qp
おける円と円周を定義しよう．
Definition 4.1. a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p ≤ pγ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = pγ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
は誰もが疑問を抱かないようなものであるが，Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Propositi a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a) S について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = {a}.
(iv) Bγ a) \ γ−1(a) = Sγ(a).
5
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4 p
１章で見たように，Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(| |p, y p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り，Qpは完備距離空間となっている．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れる）であることもわかる．Rのときと同様に，Qpに
おける円と円周を定義しよう．
Definition 4.1. a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p ≤ pγ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = pγ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
ないようなものであるが，Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Pro siti n 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a)，Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = { }.
(iv) Bγ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
5
次が成り立
つ：
⒤　
4 p
１章で見たように，Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り，Qpは完備距離空間となってい ．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れる）であることもわかる．Rのとき 同様に，Qpに
おける円と 周を定義しよう．
Definition 4.1. a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p ≤ γ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = γ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
上の定義は誰もが疑問を抱かないようなものである Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Proposition 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a)，Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < γ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = {a}.
(iv) Bγ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
5
ⅱ　
4 Qp上の位相
１章で見たように，Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り，Qpは完備距離空間となっている．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
密な加算部分集合が取れる）であることもわかる．Rのときと同様に，Qpに
おける円と円周を定義しよう．
Definition 4.1. a ∈ Qp，γ ∈ Zに対して，
Bγ(a) = {x ∈ Qp
��� |x− a|p ≤ pγ}
Sγ(a) = {x ∈ Qp
���� |x− a|p = pγ}
と定める．また，a = 0のときは特に，
Bγ(0) = Bγ, Sγ(0) = Sγ
と表す．
上の定義は誰もが疑問を抱かないようなものであるが，Rに入る通常の位
相とは大きく異なる性質を持っている．まずは，基本的な性質を見てみよう．
Proposition 4.2. a ∈ Qp，γ ∈ Zとする．この時，Bγ(a)，Sγ(a)について，
次が成り立つ：
(i) Bγ(a)は可換群である．
(ii) {x ∈ Qp
���� |x− a|p < pγ} = Bγ−1(a) ⊂ Bγ(a).
(iii) Bγ(a) =
∪
γ′>γ
Sγ(a),
∩
γ∈Z
Bγ(a) = {a}.
(iv) Bγ(a) \Bγ−1(a) = Sγ(a).
5
ⅲ　
4 Qp上の位相
１章で見たように，Qp上に定められた p進ノルムには，強三角不等式，
|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) (x, y ∈ Qp)
が成り立つ性質がある．これよりQpには距離，
ρ(x, y) = |x− y|p
が入り，Qpは完備距離空間となっている．更に，(6)式から，Qpは可分（稠
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とすることができる．
Proof. １．a = 0，|b|p = pγのとき
M1 =M ∩ Bγ−1, M2 =M ∩ (Qp \M1)
ととればよい．
２．|a|p = pγ，|b|p = pγ′のとき
γ < γ′としてよい．このとき，
M1 =M ∩ Bγ′ , M2 =M ∩ (Qp \Bγ′)
ととればよい．
３．|a|p = |b|p = pγのとき
a = p−γ(a0 + a1p+ · · ·)
b = p−γ(b0 + b1p+ · · ·)
where ∃k ∈ Z+ s.t. N < k ⇒ an = bn，ak ̸= bk， |a− b|p = pγ−k．
と表される．このとき，
M1 =M ∩ Bγ−k−1(a), M2 =M ∩ (Qp \Bγ−k−1)
ととればよい．
Lemma２より，２点以上を持つQp上の任意の部分集合は離散的である．
すなわち，Qpは完全非連結空間であり，Haussdorﬀ空間であることがわかる．
Remark 4.6. 必ずしも連結でない位相空間の連結部分集合で，包含関係に
対して極大なものを連結成分と呼ぶ．その位相空間の連結成分が全て一点か
らなる集合を完全非連結空間と呼ぶ．
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３．|a|p = |b|p = pγのとき
a = p−γ(a0 a1p+ · · ·)
b p−γ(b0 + b1p+ · · ·)
where ∃k ∈ Z+ s.t. N < k ⇒ an = bn，ak ̸= bk， |a− b|p = pγ−k．
と表される．このとき，
1 =M ∩Bγ−k−1(a), 2 =M ∩ (Qp \Bγ−k−1)
ととればよい．
Lemma２より，２点以上を持つQp上 任意の部分集合は離散的であ
すなわち，Qpは完全非連結空間であり，Haussdorﬀ空間であることがわかる．
Remark 4.6. 必ずしも連結でない位相空間の連結部分集合で，包含関係に
対して極大なものを 成分 その位相空間の連結成分が全て一点か
らなる集合を完全非連結空間と呼ぶ．
7
ととればよい．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□
Lemma 2より， 2 点以上を持つ
Proof. １．a = 0，|b|p = pγのとき
M1 =M ∩ Bγ−1, M2 =M ∩ (Qp \M1)
ととればよい．
２．|a|p = pγ，|b|p = pγ′のとき
γ < γ′としてよい．このとき，
M1 =M ∩ Bγ′ , M2 =M ∩ (Qp \Bγ′)
ととればよい．
３．|a|p = |b|p = pγのとき
a = p−γ(a0 + a1p+ · · ·)
b = p−γ(b0 + b1p+ · · ·)
where ∃k ∈ Z+ s.t. N < k ⇒ an = bn，ak ̸ bk， |a− b|p = pγ−k．
と表される．このとき，
M1 =M ∩ Bγ−k−1(a), M2 =M ∩ (Qp \Bγ−k−1)
ととればよい．
e a２ ２ Qp上の任意の部分集合は離散的である．
すなわち，Qpは完全非連 空間であり，Haussdorﬀ空間であることがわかる．
Remark 4.6. 必ずし 連結でない位相空間の連結部分集合で，包含関係に
対して極大 もの 連結成分と呼ぶ．その位相空間の連結成分が全て一点か
らなる集合を完全非連結空間と呼ぶ．
7
すなわち，
Proof. １．a = 0，|b|p = pγのとき
M1 =M ∩ Bγ−1, M2 =M ∩ (Qp \M1)
ととればよい．
２．|a|p = pγ，|b|p = pγ′のとき
γ < γ′としてよい．このとき，
M1 =M ∩ Bγ′ , M2 =M ∩ (Qp \Bγ′)
ととればよい．
３．|a|p = |b|p = pγのとき
a = p−γ(a0 + a1p+ · · ·)
b = p−γ(b0 + b1p+ · · ·)
where ∃k ∈ Z+ s.t. N < k ⇒ an = bn，ak ̸= bk， |a− b|p = pγ k．
と表される．このとき，
M1 =M ∩ Bγ−k−1(a), M2 =M ∩ (Qp \Bγ−k−1)
ととればよい．
Lemma２より，２点以上を持つQp上の任意の部分集合は離散的である．
すなわち，Qpは完全非連結空間であり，Haussdo ﬀ空間であることがわかる．
Remark 4.6. 必ずしも連結でない位相空間の連結部分集合で，包含関係に
対して極大なものを連結成分と呼ぶ．その位相空間の連結成分が全て一点か
らなる集合を完全非連結空間と呼ぶ．
7
は完全非連結空間であり，Hausdorff 空間であることがわかる．
Remark 4.6. 必ずしも連結でない位相空間の連結部分集合で，包含関係に対して極大な
ものを連結成分と呼ぶ．その位相空間の連結成分が全て一点からなる集合を完全非連結
空間と呼ぶ．
有理数から p進数へ
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